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اثري ناچيز در نتيجه حذف شده و برخي ديگر  ، بعضي از خطاهاخاصدر يك مساله طبيعي است كه 

 در ادامه. هرنوع خطايي را شامل گردد تيتحليل كامل بايسداشته باشند، ولي بطور كلي يك  نهايي

  .دهيمبه عمليات را مورد بررسي قرار ميخطاهاي مربوط 

 خطاي چهار عامل اصلي-4

,ܾ فرض كنيد :خطاي حاصل جمع   ,ܤهايي از تقريب ܽ همچنين . و اين اعداد همگي مثبت باشند ܣ

,ܾبه ترتيب خطاهاي مطلق حدي  ௕݁و  ௔݁ فرض كنيد خطاي مطلق حدي  ௖݁ اگر. باشند ܽ

C ൌ ܣ ൅   باشد در اين صورت ܤ

݁௖ ൑ ݁௔ ൅ ݁ୠ 

Cبا مفروضات موجود در خطاي حاصل جمع هرگاه  :خطاي تفاضل  ൌ ܣ െ   داريم ܤ

݁௖ ൑ ݁௔ ൅ ݁ୠ 

πرا تا چها رقم اعشار گرد كنيم، مطلوب است محاسبة  2√و    πهرگاه اعداد:  3مثال  േ و   2√

  .محاسبه حداكثر خطاي حاصل جمع و تفاضل

  داريم: حل

π ൌ 3.1416 ൅ ݁ଵ        ,         √2 ൌ 1.4142 ൅ ݁ଶ 

  اند پسچهار رقم اعشار گرد شده چون اعداد تا 

݁ଵ ൑ ଵ
ଶ

ൈ 10ିସ          ,            ݁ଶ ൑ ଵ
ଶ

ൈ 10ିସ 
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  بنابراين داريم 

π ൅ √2 ൌ ሺ3.1416 ൅ 1.4142ሻ ൅ ݁ଷ ൌ 4.5558 ൅ ݁ଷ 

  از رابطه مربوط به خطاي حاصل جمع داريمكه در آن با استفاده 

݁ଷ ൑ ݁ଵ ൅ ݁ଶ         ,     ݁ଷ ൑ ቀଵ
ଶ

ൈ 10ିସቁ ൅ ቀଵ
ଶ

ൈ 10ିସቁ ൌ 10ିସ 

  لذا

4.5558 െ 10ିସ ൑ π ൅ √2 ൑ 4.5558 ൅ 10ିସ 

4.5557 ൑ π ൅ √2 ൑ 4.5559 

πخطاي حدي  به طور مشابه െ   بوده و داريم10ିସ كوچكتر يا مساوي  2√

1.7273 ൑ π െ √2 ൑ 1.7275 

 رقم اعشار همواره كمتر يا مساوي  ݊كردن تا خطاي گرد :  6توجه  
ଵ
ଶ

ൈ 10ି௡ است.  

C اگر :ضربخطاي حاصل ൌ   آنگاه ܤܣ

݁ୡ ൌ ܽ݁ୠ ൅ b݁௔ 

 5مثال . ضرب گرددشود كه تقسيم تبديل به حاصلاي عمل ميدر عمل تقسيم معمولا به گونه:  7توجه 

  .دهدرا نشان مياين مطلب 

ضرب را بدست محاسبه نموده و حداكثر خطاي اين حاصل را با چهار رقم اعشار π√2 مقدار:  4مثال 

  .آوريد
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  داريم: حل

π ൌ 3.1416 ൅ ݁ଵ       ,   √2 ൌ 1.4142 ൅ ݁ଶ 

ଵ݁كه در آن   ൑ ଵ
ଶ

ൈ 10ିସ     ، ݁ଶ ൑ ଵ
ଶ

ൈ 10ିସ   داريمو  

π√2 ൌ ሺ3.1416 ൈ 1.4142ሻ ൅ eଷ 

  داريم 3 ݁براي  ضربحال بنا بر رابطه مربوط به خطاي حاصل

݁ଷ ൑ 3. 1416  ݁ଶ ൅ 1.4142݁ଵ 

  

݁ଷ ൑
1
2 ൈ 10ିସሺ3.1416 ൅ 1.4142ሻ 

݁ଷ ൑ 2.2779 ൈ 10ିସ 

π√2اما  ൌ 4.4429 ൅ ݁Ԣଷ. در محاسبه 1.4142و   3.1416ضرب اعداد حاصل زيراπ√2   

خطاي  ،با چهار رقم اعشارضرب دو عدد مذكور هنگام نمايش حاصل لذا ،رقم اعشار دارد از چهار بيش

  داريم ଷ́݁براي . ايمنشان داده Ԣଷ݁خطاي حدي كل را با  لذا. ايمديگري مرتكب شده

݁ଷ́ ൑
1
2 ൈ 10ିସ ൅ ݁ଷ 

݁ଷ́ ൑
1
2 ൈ 10ିସ ൅ 2.2779 ൈ 10ିସ ൌ 2.7779 ൈ 10ିସ 

  لذا

4.4426 ൑ π√2 ൑ 4.4432 
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، و اين اعداد بوده C,B,Aهايي از تقريب c,b,aهر گاه : كثر خطا در حاصلضرب سه عدد حقيقيحدا

  داريم ABCبه عنوان تقريبي از  abcضرب باشند رابطه زير را براي مطلق حدي حاصل همگي مثبت

݁௔ୠୡ ൑ ܽbeୡ ൅ ܽceୠ ൅ bce௔  

గ عبارت ،هرگاه اعداد را تا سه رقم اعشار گرد كنيم:  5مثال 
ଷ√ହ

را محاسبه نموده و يك خطاي مطلق   

  .حدي براي اين محاسبه بدست بياوريد

ݔقرار دهيد : حل ൌ గ
ଷ√ହ

  لذا .   

ݔ ൌ . ߨ 
1
3 .

1
√5

ൌ .ߨ
1
3 .

1
5 . √5 

ൌ  π .
1
3 . ሺ0.2ሻ √5 ൌ ሺ0.2ሻߨ .

1
3

√5 

  كنيم داريم اعداد را تا سه رقم اعشار گرد ميچون . بطور دقيق مشخص است 0.2مقدار 

π ൌ 3.142 ൅ e஠        ,      e஠ ൑ ଵ
ଶ

ൈ 10ିଷ 

√5 ൌ 2.236 ൅ e√ହ   ,   e√ହ ൑ ଵ
ଶ

ൈ 10ିଷ 

ଵ
ଷ

ൌ 0.333 ൅ ݁భ
య
        ,      eభ

య
൑ ଵ

ଶ
ൈ 10ିଷ 

  و از آنها داريم

ݔ ൌ ሺ0.2ሻ3.142 ൈ 2.236 ൈ 0.333 ൅ ݁௫ 

ݔ ൌ 0.468 ൅ ݁௫́ 
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ضرب اعداد فوق بيشتر از سه رقم اعشار دارد، هنگام نمايش اين بايد توجه داشته باشيد كه چون حاصل

نشان  ́ ௫݁ شويم كه خطاي حدي را باها، با سه رقم اعشار، خطاي ديگري را مرتكب ميضربحاصل

  ريمدر واقع دا. ايمداده

݁௫́ ൑
1
2 ൈ 10ିଷ ൅ ݁௫ 

  داريم ௫݁براي  ضرب سه عدد حقيقيخطاي حاصلبنابر رابطه مربوط به 

݁௫ ൑ 0.2 ൤2.236 ൈ 0.333݁గ ൅ 3.142 ൈ 0.333݁√ହ ൅ 3.142 ൈ 2.236݁ଵ
ଷ

൨ 

݁௫ ൑ 8.816 ൈ 10ିସ 

  لذا

݁௫́ ൑
1
2 ൈ 10ିଷ ൅ 8.816 ൈ 10ିସ 

݁௫́ ൑ 1.382 ൈ 10ିଷ 

  ها و توابعخطاي محاسبه فرمول-5

ݕبه صورت متغيره  ݊هرگاه تابعي  :هاخطاي محاسبه فرمول ൌ ݂ሺݔଵ, … داشته باشيم و   ௡ሻݔ

௜ܣاين تابع را در نقاط  بخواهيم مقدار ൌ ܽ௜ ൅ ݁௔೔  ݅براي ൌ 1, … , ، در اين صورت حساب كنيم ݊

  خواهيم داشت

݂ሺܣଵ, ,ଵܣ … , ௡ሻܣ ൌ ݂ሺܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡ሻ ൅ ௙݁ 

  كه در آن
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݁୤ ൑ e௔ଵ
∂f

∂xଵ
ฬܽ ൅ ݁௔మ

∂f
∂xଶ

ฬܽ  ൅ ڮ ൅ ݁௔೙

∂f
∂x௡

|ܽ 

ܽي يعن ௜ܽ تقريبيبردار مقادير  ܽمنظور از  وقدر رابطه ف ൌ ሺܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡ሻ است .

ப୤همچنين
ப୶೔

ப୤معني محاسبه مقدار تابع  به   ܽ|
ப୶೔

  . است ܽبردار  يازا به  

ହاي به شعاع حجم كره:  6مثال 
ଷ

اين . ر خطاي اين محاسبه را بدست آوريدمتر را محاسبه كرده و حداكث 

  .اعداد را تا چهار رقم اعشار گرد كنيد

ܸداريم: حل ൌ ସ
ଷ

ܸيا   ଷݎߨ ൌ   كه در آن ଷݖݕݔ

ݔ ൌ ସ
ଷ

ൌ 1.3333 ൅ ݁௫          ,       ݁௫ ൑ ଵ
ଶ

ൈ 10ିସ 

y ൌ π ൌ 3.1416 ൅ e୷          ,       e୷ ൑ ଵ
ଶ

ൈ 10ିସ 

ݖ ൌ ହ
ଷ

ൌ 1.6667 ൅ ݁௭          ,        ݁௭ ൑ ଵ
ଶ

ൈ 10ିସ 

ܸ ൌ ሺ1.3333ሻሺ3.1416ሻሺ1.6667ሻଷ ൅ ݁௩ 

ൌ 19.3933 ൅ ݁௩́ 

  هاي قبل داريمدر آن مشابه مثال كه

݁Ԣ௩ ൑
1
2 ൈ 10ିସ ൅ ݁௩ 

݁௩ ൑ ݁௫
ݒ߲
ݔ߲ ൅ ݁௬

ݒ߲
ݕ߲ ൅ ݁௭

ݒ߲
 ݖ߲

  الذ. محاسبه كرد  ሺ1.3333,3.1416,1.6667ሻكه عبارت سمت راست را بايستي در نقطه 
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݁௩ ൑
1
2  ൈ 10ିସ ሼ yzଷ ൅ xzଷ ൅ 3xyzଶሽ 

݁୴ ൑  0.0028 

݁Ԣ௩ ൑
1
2 ൈ 10ିସ ൈ 0.0028 

݁ᇱ
௩ ൑ 0.00285 

  ݁Ԣ௩ ൑ 0.0029 

ܸدر نتيجه   ൌ 19.3933 ൅ 0.0029.  

… در اكثر محاسبات تابعي نياز به محاسبات توابعي مانند: ابعومحاسبه تخطاي  , √x, sin x, lnx  در

به شكل  ݔموجود در نمايش در محاسبه اين توابع علاوه بر خطاي . آيدآنها پيش مي دامنه تعريف

  .كنيمشود كه ذيلا آن را بررسي مياعشاري و با تعداد متناهي رقم، خطاي ديگري نيز وارد مي

݁خواهيم مقدار فرض كنيد مي
భ
య دانيممي. را محاسبه كنيم  

݁୶ ൌ 1 ൅
x
1! ൅

xଶ

2! ൅ ڮ ൅
x୬

n! ൅  ڮ

݁مقدار 
భ
య  ݔي يعني مقدار سري واقع در سمت راست تساوي بالا به ازا ൌ ଵ

ଷ
چون محاسبه جمع . 

معمولا تعدادي متناهي از جملات نخست اين سري را  ،پذير نيستعملا امكان) عدد(نهايت جمله بي

ݔ ي متناسب با دقت لازم انتخاب و به ازا ൌ ଵ
ଷ

ଵتقريب مناسبي از  يا  
ଷ

- در واقع مي. شودمحاسبه مي 

  نويسيم
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݁୶ ൌ 1 ൅
x
1! ൅

xଶ

2! ൅ ڮ ൅
x୬

n! ൅ E୬ሺxሻ 

  كه در آن

E୬ሺxሻ ൌ
௡ାଵݔ

ሺ݊ ൅ 1ሻ! ൅
௡ାଶݔ

ሺ݊ ൅ 2ሻ! ൅  ڮ

݁حال فرض كنيد كه . شودناميده مي ݔ باقيمانده سري يا خطاي برشي درሻݔ௡ሺܧ 
భ
య  را با خطاي كمتر

ሻ| ൑ݔ௡ሺܧ|  دهيمميقرار . بخواهيم 10ିଷاز  ଵ
ଶ

ൈ 10ିଷ)به ضريبଵ
ଶ

در سمت راست عبارت فوق   

ݔ بايدچون . توجه كنيد ൌ ଵ
ଷ

ଵرا به صورت تقريبي بنويسيم كه آن هم داراي خطاي 
ଶ

ൈ 10ିଷ  است(.  

  دهيميعني قرار مي. كنيماستفاده مي  ሻݔ௡ሺܧمعمولا از اولين جمله  ݊براي محاسبه 

୬ሺxሻܧ ؆
௡ାଵݔ

ሺ݊ ൅ 1ሻ! 

݁بنابراين براي محاسبه  
భ
య  10ିبا خطاي كمتر ازଷ  دهيمقرار  مي  

ቀ1
3ቁ

௡ାଵ

ሺ݊ ൅ 1ሻ! ൑
1
2 ൈ 10ିଷ 

݊براي  ൌ ݊قرار نيست اما براي برنامساوي فوق  3 ൒ ݊ ذا مقدارل. برقرار است 4 ൌ را برگزيده   4

݁و 
భ
య  10ିبا خطاي كمتر ازଷ شودبه صورت زير محاسبه مي  

݁
ଵ
ଷ ؆

1
3 ൅

1
9
2 ൅

1
27
6 ൅

1
81
24 ൌ 1.3956 
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  و بنابراين با سه رقم اعشار داريم

݁
ଵ
ଷ ؆ 1.396 

   


